
Proposition 1. L’ensemble des fonctions infiniment dérivable à support compact
est dense dans Lp

On montre 3 inclusions :

(i) D’abord le sev Lpc des fonctions de Lp à support compact est dense dans
Lp (en considérant f|[−n,n])).

(ii) De plus le sev des fonctions continues à support compact est dense dans
Lpc (en approximant une fonction indicatrice par des fonctions affines par
morceaux, et par définition de la mesure de Lebesgue, il suffit d’approximer
les indicatrices des pavés).

(iii) Enfin soit f ∈ C0C et (φn) une approximation de l’unité à support compact

et infiniment dérivable (par exemple celle associée à φ0 : t 7→ e
−1

(1−x2) 1[−1,1]).

On en déduit que φn ∗ f est à support compact (supp(φn ∗ f) ⊆ supp(φn)+
supp(f)) et C∞ par le théorème de dérivabilité de Lebesgue (car dominée
par une constante sur un compact).

Enfin, si ε > 0, il vient en notant η un module d’uniforme continuité de f
associé à ε :

|φn ∗ f(x)− f(x)| = |
∫
R
φn(y)(f(x− y)− f(x))dy|

d’où (par Jensen) :

‖φn ∗ f − f‖p ≤
∫
R2

|f(x− y)− f(y)|pφn(y)dydx

F.−T.
=

∫
B(0,η)×R

...+

∫
B(0,η)c×R

...

≤2‖f‖inftyµ(Suppf + Suppφ0)

∫
B(0,η)c

φn + µ(Suppf + Suppφ0)‖φn‖1‖τ−yf − f‖∞

≤ε(1 + µ(Suppf + Suppφn)

Donc φn ∗ f
‖.‖p→ f et le résultat.
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